Ratsgymnasium Rotenburg
Gerberstral3e 14
27356 Rotenburg Wiimme

A LAAARRALAANARAD

/"\
[\.\ﬂ

A

Jqswvvm\//\*/ YT

—_——

Faéﬁaf beit
im Leistungskurs Physik

zum Thema

Lissajous-Figuren

Verfasser: Christoph Siemsen
Fachlehrer: Herr Konrad
Abgabetermin: 24.05.04

Seite 0



Inhaltsverzeichnis

Seite

L BINICITUNG ..ottt 2
2. Was sind Lissajous-Figuren?..........ccccocooiveiiiineiieieeeeeeee e 2
3. Biographie: Jules Antoine LiSSaQJOUS ........c.ccooveviiriiiiiiieiiicieeeeeee e 3
4. Darstellung von Lissajous-FigUuren..........cccoooiieiiieiieiieieeeeee e, 3
4.1 Darstellung mit dem Pendel.............ccoooooiiiiiiiiiiiiic e 4
4.2. Darstellung mit einem OSzilloZraphen .............ccoccoeeieiiiiiiinienienieie e 5
4.2.1 PhasenversChiebUngen ............coiviiiiiiiiiiiiiiiiieeeeciiee e 5
4.2.2 Betrachtung rationaler und unrationaler Frequenzverhiltnisse...............ccccooeuueeennn. 6

5. Vergleich beider Darstellungsarten ...........coccocoveirieinieineineeeeeeeee e, 6
6. FAZIE....oiieiice ettt ettt a et sen s 7
TAANNANE ..ottt ettt n e 8

Seite 1



1. Einleitunq

In meiner Facharbeit méchte ich mich mit den sogenannten Lissajous-Figuren beschaftigen
und zwei Arten der Darstellung dieser miteinander vergleichen. Zum einen kénnen die
Figuren mit einem Lissajous-Pendel und zum anderen mit einem Oszillographen dargestellt
werden. An Hand der genaueren Betrachtung dieser beiden mdglichen Darstellungsarten,
werde ich versuchen herauszufinden, ob Lissajous-Figuren eher eine theoretische oder
praktische Anwendung in der Physik finden. Theoretisch meint in diesem Falle, dass die
Figuren zum groBen Teil nur mit dem Oszillographen, also kinstlich erzeugt werden kénnen.
Wohingegen praktisch bedeutet, dass eine Vielzahl der Figuren auch mit dem Pendel
erzeugt werden kénnen und es somit auch theoretisch mdglich ist, dass die Figuren in der

Natur auftreten.

2. Was sind Lissajous-Figuren?

Lissajous-Figuren sind Formen, die bei der Uberlagerung zweier senkrecht zueinander

stehenden Schwingungen entstehen. Sie sind nach ihnrem Entdecker Jules Antoine Lissajous

benannt. Die Formen sind abhangig von der Phasendifferenz (¢, — ¢,) und dem Verhaltnis
der Frequenzen (@, : w,)zueinander.

Hier nun einmal eine kleine Ubersicht der einfachsten Lissajous-Figuren.
Wi.wWy
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3. Biographie: Jules Antoine Lissajous

Jules Antoine Lissajous wurde am 4. Marz 1822 in Versailles geboren. Mit 19
Jahren besuchte er die ,Ecole Normale Supérierure”, nachdem er diese
abgeschlossen hatte, wurde er Professor flir Mathematik am ,Lycée Saint-

Lours”. 1874 wurde Lissajous Schulleiter an der Akademie in Chambéry,

dieses Amt legte er jedoch ein Jahr spéater nieder und nahm das ihm angebotene Amt des
Schulleiters der Akademie in Besancon an. Am 24. Juni 1880 starb Lissajous im Alter von 58
Jahren in Plombiéres. Bekannt wurde er durch die Entdeckung der nach ihm benannten

Lissajous-Figuren.

4. Darstellung von Lissajous-Fiquren

Die Darstellung von Lissajous-Figuren ist etwas komplizierter als die Darstellung einer
einfachen Schwingung, da es fiir die meisten Lissajous-Figuren keine konkrete Formel gibt,
die diese beschreibt. Trotz lassen sich alle Lissajous-Figuren auf gleiche Weise darstellen.
Zuerst berechnet man die Funktionswerte der jeweiligen Ausgangsschwingung. Nun verhalt
es sich so, dass die Funktionswerte der waagerecht verlaufenden Schwingung als x-Werte
und die der vertikal verlaufenden Schwingung als y-Werte verwendet werden. Mit Hilfe dieser
Methode ist es mdglich alle Lissajous-Figuren in einem Graphen darzustellen.

Hier ein Beispiel fir die eben genannte Art der Darstellung:

£.(2) = 21-sin(20z + 45)

f>(t) =20 -sin(24¢)

1 X ¥
d 17 87 0,00
1 17 36 -18,11
2 -3.70 -15.37
3 -20.38 o058
4 -12 84 19 657
5 9,82 1161
] 20,95 852
7 7,28 -19 .94
g -15M1 -7.10
] 1953 1332
10 -0.93 18 81
360 Hi83 11 B2
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4.1 Darstellung mit dem Pendel

Die Lissajous-Figuren lassen sich sehr gut mit einem sogenannten Sandpendel darstellen.
Das Sandpendel ist ein Pendel, dass Uber einer Sandflache hangt und mit einer Spitze
seinen Weg in den Sand zeichnet. Das Pendel muss so aufgehangt werden, dass es sich frei
in alle Richtungen bewegen kann und vor allem mittig Gber der Sandflache hangt.

Das Pendel wird erst zum Schwingen in eine Richtung gebracht, dann wird es zusatzlich
senkrecht zur ersten Schwingung angestoBen. Eigentlich schwingt das Pendel nun in zwei
Richtungen, doch zeichnet es in den Sand eine komplexe Figur, eine Lissajous-Figur. Ich
habe zwar ein Paar Lissajous-Figuren mit Hilfe des Versuchs aufnehmen kénnen, jedoch
war es mir nicht méglich alle Lissajous-Figuren zu zeigen, da ich z.B. keine irrationalen
Frequenzverhéltnisse und auch keine genauen Phasendifferenzen erzeugen konnte.

Mein Lissajous-Pendel Eine aufgenommene Lissajous-Figur
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4.2. Darstellung mit einem Oszillographen

Wesentlich besser lassen sich die Lissajous-Figuren jedoch mit zwei Frequenzgeneratoren
in Verbindung mit einem Oszillographen darstellen. Die beiden Frequenzgeneratoren werden
an je einen Eingang des Oszillographen angeschlossen. Nun muss man den Oszillographen
nur noch so einstellen, dass die beiden Signale senkrecht (nach Lissajous) Gberlagert
werden, damit auf dem Oszillographen die Lissajous-Figuren zu sehen sind. Jetzt kann man

mit den Frequenzgeneratoren alle méglichen Frequenzverhalinisse herstellen und so alle

moglichen Lissajous-Figuren auf dem Oszillographen darstellen.

4.2.1 Phasenverschiebungen

Wie schon erwahnt sind Lissajous-Figuren abhangig von der Phasendifferenz der sich
Uberlagernden Schwingungen. Diese Phasendifferenz wirkt sich insofern auf die Figur aus,
dass sie sich zwar im Grunde genommen, solange die Frequenzen gleich bleiben, nicht
verandert, sondern sich vielmehr bewegt. Also verédndert man die Phasendifferenz dreht
bzw. verschiebt sich die eigentliche Lissajous-Figur, was in meinen Versuchen am
Oszillographen sehr gut zu erkennen war. Die Phasendifferenz veranderte sich scheinbar
stetig und dadurch, obwohl ich die Frequenzen nicht verandert habe, hat sich das Bild auf
dem Oszillographen stéandig verandert bzw. bewegt. Um dies besser zu zeigen habe ich von
einigen Versuchen Bilder gemacht , die im Anhang zu finden sind. An diesen Bilder I&sst sich
sehr gut die Bewegung der jeweiligen Figur erkennen.
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4.2.2 Betrachtung rationaler und unrationaler Freguenzverhaltnisse

Die Lissajous-Figuren sind auBerdem auch von dem Verhaltnis der Frequenzen zueinander
abhangig. So ergeben sich geschlossene Figuren nur, wenn das Verhaltnis der Frequenzen
rational ist, andernfalls endet die Schwingung nie und fillt das Rechteck nahezu komplett
aus. Dieses Rechteck, auf dem sich die Figur abzeichnet ist, genauso wie die Figur selbst
abhéangig von den Ausgangsschwingungen. Die eine Seite ist gleich der Amplitude der
ersten Schwingung und die zweite Seite ist gleich der Amplitude der zweiten Schwingung.
Dies habe ich durch einstellen der Amplitude am Oszillographen versucht auszugleichen um

ein Quadrat zu erhalten.

5. Vergleich beider Darstellungsarten

Im Weiterem mdéchte ich nun die beiden Darstellungsarten miteinander vergleichen.

Wie im Vorangegangen festgestellt, kbnnen die Lissajous-Figuren zum einen mit einem
Pendel, zum anderen mit Frequenzgeneratoren und einem Oszillographen dargestellt
werden. Betrachtet man jedoch die beiden Darstellungsarten etwas genauer ist festzustellen,
dass mit dem Pendel leider nur eine begrenzte Reihe von Lissajous-Figuren darstellbar ist.
Das riihrt daher, dass mit dem Pendel nur eine geringe Anzahl von Frequenzen erzeugt
werden kann und es nicht sehr wahrscheinlich bzw. schlecht mdglich ist ein irrationales
Frequenzverhaltnis zu erzeugen. AuBerdem ist es nicht mdglich die Frequenzen eindeutig zu
bestimmen. Doch die Darstellung mit dem Pendel hat auch einen Vorteil, da sich beim
Pendel nicht wie beim Oszillographen die Phasendifferenz standig andert, sondern immer
den Ausgangswert beibehalt, erhalt man genau eine stehende Figur. Aber auch hier ist
wieder etwas am Pendel zu beméngeln, es ist leider nicht mdglich die Phasendifferenz
eindeutig zu bestimmen.

Die Darstellung mit dem Oszillographen ist insofern zu bevorzugen, dass sich die
Frequenzen genau einstellen lassen und jegliche Frequenzverhaltnisse erzeugt werden
kénnen. Dadurch ist es méglich samtliche Lissajous-Figuren zu erzeugen. Aber auch diese
Art der Darstellung hat einen Nachteil, die Phasenverschiebung andert sich leider standig
(bzw. sie lauft von 0° bis 360°und dann wieder von Vorne), was leider dazu fihrt das die
Figur standig in Bewegung ist, wodurch bei gleichbleibenden Frequenzen theoretisch gleich
360 verschiedene Lissajous-Figuren ergeben. Wobei zu vermuten ist, dass mehr als 360
Figuren entstehen, da man auch genauso gut immer nur um ein halbes Grad mit der
Phasenverschiebung oder sogar mit noch kleinern Schritten weiter gehen kdnnte, dadurch
wirde theoretisch gesehen sogar eine unendliche Anzahl von Lissajous-Figuren schon

alleine durch die Veranderung der Phasendifferenz entstehen.
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Den Nachteil des Oszillographen kann man aber mit einer kleinen Zusatzfunktion des
Oszillographen in begrenztem Umfang kompensieren. Es ist mdglich das Oszillographenbild
zu stoppen bzw. es zu speichern. Dadurch wird zwar die Bewegung gestoppt, doch ist es
nicht méglich die Phasendifferenz direkt an der Figur abzulesen. Obwohl man natdirlich die
Mdglichkeit hat die Schwingungen auf dem Oszillographen nebeneinander darzustellen und
somit die Phasenverschiebung direkt abzulesen.

Beide Darstellungsarten haben also ihre Vor- und Nachteile, doch berwiegen beim Pendel

leider die Nachteile, beim Oszillographen hingegen Uberwiegen die Vorteile.

6. Fazit

Aus dem Vergleich der beiden Darstellungsarten ist hervorgegangen, dass die Darstellung
mit dem Oszillographen zur genauren Untersuchung der Lissajous-Figuren auf ihre
Abhangigkeit von der Phasendifferenz und dem Frequenzverhélinis geeignet ist. Trotz allem
ist aber das Pendel genau so gut geeignet um Lissajous-Figuren darzustellen.

Das Pendel ist meiner Meinung nach zur besseren Veranschaulichung der Lissajous-Figuren
geeignet, da die Figuren mit einem geringerem Aufwand und mit einem praktischen Bezug
dargestellt werden.

Um nun auf mein in der Einleitung formuliertes Ziel dieser Facharbeit, der Frage nach
Theorie oder Praxis zurlickzukommen. Ich bin zu dem Schluss gekommen, dass die Figuren
zu einem groBem Teil nur theoretische Anwendung z.B. in der Frequenztechnik zum
Vergleich von Frequenzen finden. Jedoch finden auch einige Lissajous-Figuren eine
praktische Anwendung, sie kbnnen mit einem einfachen Pendel dargestellt werden, was die

Vermutung zulasst, dass diese Figuren auch in der Natur auftreten kénnen.
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7. Anhang

1. Versuche

Pendel

Oszillograph
Fi=560Hz F,=860Hz ®, :w,=0,65

F1= 30Hz F2= 85Hz wl . a)2= 0s35

Fi= 84Hz F.,= 85Hz ), wW,= 0,99

m

Fi=350Hz F=875Hz @ :@,=0,4
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